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1 Einfihrung und Modellierung
2 UML-Vertiefung (RS)

3 ER-Modell (RS)

4 Description Logics (RS)

5 Das relationale Datenmodell
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7 Petri-Netze (AO)
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7 Petrinetze

Carl-Adam Petri

Carl-Adam-Petri-Preis

Wissenschaftspreis der

Fakultat fir Wirtschafts-
wissenschaften fir das

Fachgebiet Informatik

Grundlagen der Petrinetz-Theorie:

e Dissertation von Carl-Adam Petri
(Kommunikation mit Automaten), 1962,
TH Darmstadt

* bis etwa 1985:
viele theoretische Arbeiten, insbesondere am
Institut fir formale Grundlagen der GMD unter
der Leitung von Petri

e danach :
zunehmende Verbreitung als praktisch
anwendbarer Formalismus, durch Aufkommen
von Werkzeugen und hoheren Netzklassen.

 Mehrere Tausend Publikationen tber Petrinetze

e Petri hat im Dezember 1997 den Werner-von-
Siemens-Ring flr sein Lebenswerk erhalten
(hdchste Ehrung in Deutschland im technischen
Bereich), siehe Informatik Spektrum 1/1998
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7.1  Verhaltensmodellierung von Informationssystemen
und Geschaftsprozessen

Verhaltensmodellierung

Beschreibung der Dynamik eines Informationssystems
® mogliche Aktivitaten
® Vor- und Nachbedingungen einer Aktivitat

® Zustande (aller Bedingungen)

— magliche Auspragung fir jede einzelne Vor- bzw.
Nachbedingung

(112)
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7.1

Verhaltensmodellierung von Informationssystemen
und Geschaftsprozessen

Anfangszustand

sequentielle Ablaufe
(mogliche Folgen von Aktivitaten)

nichtsequentielle Ablaufe
(Flisse und Kausalbeziehungen)

erreichbare Zustande
(konkret auftretende Zustande in einem moglichen Ablauf)

dynamische Eigenschaften
(Invarianten, Erftllung von Zielen,
"es wird schliel3lich etwas Bestimmtes (Gewilinschtes)

eintreten")

Geschaftsprozesse
(mit Anfang, Ende, Varianten, ...)

(212)
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7.2  Klassische Petrinetze (Stellen/Transitions-Netze

Ein Petrinetz besteht aus

® Stellen

® Transitionen

® Verbindungen
zwischen Stellen und Transitionen

® Marken in Stellen

) (1/2)

O
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7.2.1 Allgemeine Interpretation (1]2)
Transitionen —  Aktionen

Stellen — Bedingungen

Verbindungen — Beziehungen

(Vor- und Nachbedingungen einer Aktion)
Marken — Zustande einer Bedingung

Markierungen — Gesamtzustande
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7.2.1 Allgemeine Interpretation (2]2) o
Beispiel: - s1 Vorbedingung von t1 E
- s2 und s3 sind Nachbedingung von t1 —
- die Bedingungen s1 und s4 sind erfullt <
s2 t2 -
:O SO ’
Sl tl
O

Petrinetze
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7.2.2 Das Schalten einer Transition (1]2)

Eine Transition kann "schalten ":
- Gegeben Ausgangsmarkierung: Marke jeweils in s1 und in s4
- Darin alle Vorbedingungen von t1 erftllt, somit ist t1 "aktiviert "

52 t2
O
Sl tl \
‘\
nicht aktiviert
/ \ O s6

./. t3 /
aktiviert s3 O R
: \O
\ s/

nicht aktiviert

s4

Schalten von Transition t1 = nachste Folie
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7.2.2 Das Schalten einer Transition (2]2)

Folgemarkierung:
- Vorbedingung von t1 ist jetzt nicht mehr erflllt, daftr sind alle
Nachbedingungen von t1 erflllt und somit die Vorbedingungen

von t2 und t3
52 {2

Sl tl

®
./
K t3 /
nicht mehr ,
aktiviert o @
: \O
\ s/

Ktiviert
s4 axtivie

\
aktiviert

—C
O

Jetzt kbnnen t2 oder t3 in beliebiger Reihenfolge (oder gleichzeitig) schalten.
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7.3.1 Grundlagen (1]5)

Neben klassischen Petrinetzen existieren vielfaltige

Modellierungssprachen, die auf Petrinetzen beruhen.
(Sie werden deshalb auch oft als spezielle Petrinetztypen bezeichnet)

Gemeinsamkeit:

® Die Systemkomponenten sind durch Stellen und Transitionen
und ihre Verbindungen dargestellt

® Transitionen beschreiben aktive (dynamische)
Systemkomponenten
— Aktionen,
— Handlungen,
— Transporte,
— Transformationen,
— Anweisungen,
— Programme,

= AIFB @
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7.3.1 Grundlagen

® Stellen beschreiben passive (statische)
Systemkomponenten

Bedingungen,
Medien,

Materialbehalter,

(z.B. Oltank: Marke gibt an ob dieser gefuillt ist;

falls mehrere Marken erlaubt sind, kdnnen diese den
Fullungsgrad angeben)

Datentrager,
(z.B. Relationen in einer DB)

Puffer,

Nachrichtenkanale,

(25)
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7.3.1 Grundlagen (3]5)

® Verbindungen beschreiben
(je nach der Transition)

Vor- und Nachbedingungen von Aktivitaten,
Start und Ziel von Transporten,

Eingabe und Ausgabe von Programmen,

Petrinetze
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7.3.1 Grundlagen (4]5)

® Marken beschreiben Zustande von passiven
Systemkomponenten

— Gultigkeit von Bedingungen,
(z.B. eine im Ablauf zuvor auszuftihrende Aktion ist
beendet)

-~ AIFB O

— Fullungsgrad von Speichern,
(siehe Bsp. Oltank;
Marken konnen auch eine bestimmte Struktur haben, so
dass evtl. eine Marke schon ausreicht, um den
Fullungsgrad anzugeben)

— Daten auf Datentragern,

— Nachrichten in Puffern,

Petrinetze

17




7.3.1 Grundlagen

Beispiel:

22

Bibliothek
(VIKAR)

(515)
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7.3.2 Was kann mit Petrinetzen modelliert werden?

Kontrollstrukturen

Aktionen: t,,t,

1. sequentieller Ablauf: beqin t;; t, end;
t, L
2. Alternative: if bed thent, else t,;

I
O N

(113)
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7.3.2 Was kann mit Petrinetzen modelliert werden?

3. Wiederholung: repeat t, until bed,;

™

(213)
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7.3.2 Was kann mit Petrinetzen modelliert werden? (3]3)

4. Nebenlaufigkeit und Synchronisation:

begint, ...||t, ... end

o

e

\@_. .

-

L

5. Eingabe von und Ausgabe zur Umwelt

Erzeuger

O

Verbraucher

Co)—
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7.3.2 Beispiel: Produktionsprozess in der Petrochem  ie

i

sl

s

1| Vorverdichter

Rickgas, Ethen, Regler

Gemisch verdichtet

2 | Nachverdichter

Gemisch verdichtet,

Reaktionsgemisch

Kreisgas
3 Reaktor Reaktionsgemisch, Warme, Gemisch
Druckwasser
4 | Warmetauscher Warme Druckwasser
5 | Entspannung Gemisch Gemisch2, Kreisgas
6 Gemisch?2 Ruckgas, Abgas an
Gasanlage, Polyethylen
7 Extruder Polyethylen, Zusatze Granulat

vgl. B. Rosenstengel, U. Winand, Petri-Netze,
4. Auflage, Vieweg 1991
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7.3.2 Beispiel: Produktionsprozess in der Petrochem e

Ethen Regler
Riickgas
Gemisch
@ LT =O verdichtet
Abgas an * Vorverdichter
Gasanlage
Kreisgas Machwverdichter
gasung ) X Reaktions-
® ] @ oo
» 4 ““~ gemisch
Polyethyien &
Gemisch 2 !
'(:/ - - P e r——Reaktor /-} Wirme
B I u - | | '1\‘_\_
» Entspannung Gemisch »
Extruder
L ..
- |—] Wirme-
Zusatze @/ tauscher
Druckwasser
Granulat

B. Rosenstengel, U Winand, Petri-Mefze,
4 Auflage, Vieweg 19491, Seite 124
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7.3.2 Beispiel: Produktionsprozess in der Petrochem e

Ethen Regler
Riickgas
Gemisch
O gl S =@ verdichtet
Abgas an F | Yorverdichter
Gasanlage
Kreisgas Machwverdichter
Entgasung ® _I_“—I _ Reaktions-
1 '\/;‘ gl 'D gemisch
Polyetinden
Gemisch 2 il
(‘_/ _ . P ——Reaktor ,f‘} Warme
b [ L LI A
1 Entspannung Gemisch +
Extruder
y ..
Warme-
x @/’ * D tauscher
Zusatze Druckwasser
Granulat

B. Rosenstengel, U Winand, Petri-Mefze,
4 Auflage, Vieweg 19491, Seite 124
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7.3.2 Beispiel: Produktionsprozess in der Petrochem e

Ethen Regler
Riickgas
Gemisch
O LI =O verdichtet
Abgas an * Vorverdichter
Gasanlage
Kreisgas Machverdichter
rgasung == _ Reaktions-
! “"j . -@ gemisch
Pohretinden
Gemisch 2 !
- T a e —— Reaktor .~ Wirme
(‘/ B 1 u ” | - [ -O
» Entspannung Gemisch
Extruder
L ..
- |—] Wirme-
Zusatze @/ tauscher
Druckwasser

Granulat

B. Rosenstengel, U Winand, Petri-Mefze,
4 Auflage, Vieweg 19491, Seite 124
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7.3.2 Beispiel: Produktionsprozess in der Petrochem e

Ethen Regler
Riickgas
Gemisch
O LI =O verdichtet
Abgas an * Vorverdichter
Gasanlage
Kreisgas Machverdichter
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Reaktor Wirme
O- - ®- al @
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- |—] Wirme-
Zusatze (‘/ tauscher
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7.3.2 Beispiel: Produktionsprozess in der Petrochem e

Ethen Regler
Riickgas
Gemisch
O LI =O verdichtet
Abgas an * Vorverdichter
Gasanlage
Kreisgas Machverdichter
rgasung == _ Reaktions-
! “"j . -O gemisch
Pohretinden
Gemisch 2 !
Reaktor Wirme
O- - ®- al ©
» Entspannung Gemisch &+
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7.3.2 Beispiel: Produktionsprozess in der Petrochem e

Ethen Regler
Riickgas
Gemisch
O pf B =Ouerdit:htet
Abgas an F | Yorverdichter
Gasanlage
Kreisgas Machwverdichter
Entgasung ® _I_“—I _ Reaktions-
1 '\/;‘ gl 'D gemisch
Polyetinden
Gemisch 2 il
Reaktor Warme
- - O- ] O
1 Entspannung Gemisch +
Extruder
y ..
_ — 1 Warme-
x @ '——ltauscher
Zusatze Druckwasser
Granulat

B. Rosenstengel, U Winand, Petri-Mefze,
4 Auflage, Vieweg 19491, Seite 124
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7.3.2 Beispiel:

Ahgas an
Gasanlage

Polyetinden

L]

Extruder

fusdtze

Granulat

Produktionsprozess in der Petrochem e
Ethen Regler
Riickgas
Gemisch
@ pf B =D verdichtet
F | Vorverdichter
Kreisgas Machwverdichter
Entgasung @ _I_‘"_I R {—} Reaktions-
! “"j . TN gemisch
Gemisch 2 il
.('_/, _ . T ——Reaktor ,f‘} Warme
- LI L | | L
Entspannung Gemisch 4
y ..
_ — 1 Warme-
'C‘,/ '——l tauscher
Druckwasser

B. Rosenstengel, U Winand, Petri-Mefze,
4 Auflage, Vieweg 19491, Seite 124
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7.3.2 Beispiel:

Ahgas an
Gasanlage

Polyetinden

L]

Extruder

fusdtze

Granulat

Produktionsprozess in der Petrochem e
Ethen Regler
Riickgas
Gemisch
@ pf B =D verdichtet
F | Vorverdichter
Kreisgas Machwverdichter
Entgasung @ _I_‘"_I R {—} Reaktions-
! “"j . TN gemisch
Gemisch 2 il
.('_/, _ . T ——Reaktor ,f‘} Warme
- LI L | | L
Entspannung Gemisch 4
y ..
_ — 1 Warme-
'C‘,/ '——l tauscher
Druckwasser

B. Rosenstengel, U Winand, Petri-Mefze,
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7.3.2 Beispiel: Produktionsprozess in der Petrochem e

Ethen Regler
Riickgas
Gemisch
@ LT =O verdichtet
Abgas an * Vorverdichter
Gasanlage
Kreisgas Machverdichter
i gasung ® = _ Reaktions-
! @ . -O gemisch
Pohretinden
Gemisch 2 !
'(:/ - - P e r——Reaktor /-} Wirme
B 1 u - | | '1\‘_\_
» Entspannung Gemisch »
Extruder
L ..
l@,: [ | Wiarme-
i Druckwasser tauscher
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7.3.3 Formale Definition von Petrinetzen

Definition : Struktur von Petrinetzen

Ein Petrinetz ist ein Tripel N = (S, T,F) mit

F:

S ,T sind endliche Mengen
SOT#@
SnT=0

FOGSxT)O(TxS)isteine
binare Relation UberS QO T

—

erIant: oder

aber nie: O—O oder

S: "Stellen"

T: "Transitionen"

O

- Alle Stellen und Transitionen eines Netzes heifden Netzelemente
- Ein Petrinetz ist ein bipartiter Graph

(112)

O
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7.3.3 Formale Definition von Petrinetzen (2]2)

Beispiel:
S t2
o—®@-
S t1
é;; SO
= @D
s4 ‘I.’

S = {sl1,s2,53,54,55,56,57} T = {t1,t12,t3}

s/

F = {(s1,tl1), (t1, s2), (t11,s3), (s2, 12), (12, s5), (s3,t3), (s4, t3),
(t3, s6), (13, s7)}

-~ AIFB O
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7.3.4 \Weitere Notationen

Vorbereich eines Netzelementes x

ox ={yl(y,x) OF}

Nachbereich eines Netzelementes x

xe :={y I (xyy) 0OF}

(119)
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7.3.4 \Weitere Notationen

Definition: Verzweigungen
Ein Knoten x heif3t

"vorwartsverzweigt",

A
~O

"rickwartsverzweigt",

O

falls |xe|> 1

falls |ex|> 1

e

(219)
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7.3.4 Weitere Notationen (3]9)

Definition: Zusammenhangendes Netz

Ein Netz N = (S,T,F) heil3t nicht zusammenhangend,
wenn eine Zerlegung

* SOT=X,0X,
(X, =S, 0T,und X,=S,0T,)

* X, X, 20
* X;nX,=0
existiert , so dass

® FOXxX;) O (X, xX,)
(d.h. es gibt keine Kanten zwischen Elementen von X; und X, in N)

Wenn es keine solche Zerlegung gibt,
dann heil3t ein Netz N = (S,T,F) zusammenhangend

Andere Vorgehensweise: N ist zusammenhangend, wenn /X,y [7(S [JT)
ein ungerichteter Pfad mit Anfangspunkt x und Endpunkt y existiert.

-~ AIFB O
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7.3.4 \Weitere Notationen

Beispiel

O

zusammenhangend

nicht zusammenhangend

(419)
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7.3.4 \Weitere Notationen

Definition: Tellnetz

SeiN = (S, T, F) ein Petrinetz.
Ein Netz N' = (S’, T, F’) heil3t Teilnetz von N, wenn

°* S 0S
e T OT

®* F'=Fn((SxT)0(T xS))

(519)
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7.3.4 \Weitere Notationen

Beispiel:

s2 12
> :st
St t1

()
OOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOOO

Ein Teilnetz N' eines Netzes N = (S, T, F) wird
"generiert" durch die Menge seiner Elemente X:

N'=(SnX,TnX Fn (XxX))

(619)
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7.3.4 \Weitere Notationen

Definition: Rand

Der Rand eines Teilnetzes N’ (bzgl. des Gesamtnetzes N) ist
definiert durch:

{(xOS'OT |(xOx)\ (S OT)20}
wobel X, xe sich auf N bezieht.

(Der Rand besteht also aus allen Elementen des Teilnetzes,
die eine Kante zum restlichen Gesamtnetz haben)

Ein Teilnetz N' heif3t

"stellenberandet ",
wenn sein Rand nur Stellen enthalt

"transitionsberandet ",
wenn sein Rand nur Transitionen enthalt

(719)
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7.3.4 \Weitere Notationen

Beispiel:
(a) stellenberandetes Teilnetz (Rand = {s3})
(b) transitionsberandetes Teilnetz (Rand = {t1,t2,t3})

sl

(819)

-~ AIFB O
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7.3.4 \Weitere Notationen

Noch einmal:
(a) stellen berandetes Teilnetz (Rand = {s3})

OO

o ”“

(b) transmons berandetes Teilnetz (Rand {t1,t2,t3})

(919)

VIKAR
(Bibliothek)
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7.4 Netztransformationen (1]2)

Definitionen

Veranderung des Detaillierungsgrades von Netzen.
Dies spielt eine Rolle bei der schrittweisen Systembeschreibung mit

Netzen (siehe auch Beispiel: Bibliothek).

® Vergroberung: Ersetzung eines zusammenhangenden
transitions- bzw. stellenberandeten Teilnetzes

durch eine Transition bzw. Stelle

transistionsber. Teilnetz - Transition
stellenber. Teilnetz - Stelle

® Verfeinerung: Umkehrung der Vergroberung

= AIFB @
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7.4

Netztransformationen (2]2)

Der Detaillierungsgrad eines Netzes kann auch durch
Netztransformationen verandert werden:

® Einbettung :

Restriktion :

Faltung :

Entfaltung :

Komposition

Dekomposition

Erweiterung eines Netzes durch Hinzufligen
von Kanten und Knoten, so dass das neue
Netz das urspringliche als Teilnetz enthalt.

Umkehrung der Einbettung

Gleichartige Teil-Netze werden
,2aufeinandergefaltet”, wobei Knoten nur auf
solche gleichen Typs gefaltet werden und die
Flussrelation gewabhrt bleibt.

Umkehrung der Faltung

Netze werden zusammengesetzt durch
Verschmelzung von festgelegten
Schnittstellen-Elementen des gleichen Typs.

: Umkehrung der Komposition

= AIFB @
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7.5.1 Grundlegende Definitionen

Einige Netztransformationen konnen durch sogenannte
"Netzmorphismen" formalisiert werden

Definition: Netzmorphismus

SeienN=(S, T,F)und N’ =(S’, T', F’) Netze.

Ein Netzmorphismus ¢ : N -> N° ist eine Abbildung
¢o:(SOT) - (SOT)

mit folgenden (strukturerhaltenden) Eigenschaften:

® Falls(s,t) OF n (SxT),
dann ist entweder (¢(s), ¢()) OF n (S xT)
oder ¢(s) = ¢(t)

® Falls(t,s) OF n (T xYS),
dann ist entweder (¢(t), ¢(s)) U F n (T' x S)
oder ¢(t) = ¢(s)

117)
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7.5.1 Grundlegende Definitionen (2[7)

d.h. zu jeder Kante im Ursprung gibt es eine Entsprechung im Bild, oder
aber die durch die Kante verbundenen Elemente des Ursprungs werden auf
das selbe Element des Bilds abgebildet.

Schreibweise: ¢ : N - N’

Beispiel 9-6: Netzmorphismus
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7.5.1 Grundlegende Definitionen

Beispiel 9-7: Abbildung, die keinen Netzmorphismus darstellt.
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7.5.1 Grundlegende Definitionen

Die folgende Abbildung ist wieder kein Netzmorphismus.

Sei ¢ Netzmorphismus:
® Wenn ¢(s) =t', dann auch ¢(t) = t".

® Wenn ¢(t) = s', dann auch ¢(s) = s'.

(417)
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7.5.1 Grundlegende Definitionen

Lemma

(517)

Sei ¢: N - N’ ein Netzmorphismus , sei s’ eine Stelle von N'.

Dann gilt fur das Urbild
¢ 1(s) ={xaSOT|p(x)=s"}

vons’: ¢ (s)

Ist leer oder

¢ “1(s’) generiert ein P
stellenberandetes T 7 g
Teilnetz von N, | e
d.h. genauer: Q/A """"""
Wenn S =¢ H(s)nS und T =¢Xs)n T O
dann qilt:

1. F=Fn(S xTOT xS )={(x,y)OF|d (X)=0d(y) =s}

2. (S, T,F) istein stellenberandetes Teilnetz von N.

= AIFB @
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7.5.1 Grundlegende Definitionen

Bewels:
Annahme ¢ i(s’) # [

Entweder: ¢ 1(s’) n T=0 =>Rand nur Stellen
Oder : b 1(s)nTz0O;

Sei td¢(s)nT
zu zeigen: t gehort nicht zum Rand

Annahme:t gehoért zum Rand

Dann: OsOetOte, s 0o L(s)

Seis et @—>t

Entweder: ¢(s) = ¢(t)  Widerspruch

Oder  :(¢(s), (1)) O F* und ¢(t) OT*
d(t)=s' OS' } Widerspruch

(617)
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7.5.1 Grundlegende Definitionen (717)

Lemma

Seid : N - N ein Netzmorphismus , sei t’ eine Transition von N’.
Dann gilt fir das Urbild

¢ 1t)={xOSOT]|¢(X)=t}vont:

¢ “1(t") ist leer oder

¢ “1(t") generiert ein transitionsberandetes Teilnetz von N,

d.h.
{s O S| ¢(s) =17}, alle Stellen die auf t’ abgebildet werden

{tdT]| () =t} alle Transitionen die auf t’ abgebildet werden

{(X,y) UF | ¢(X) = d(y) =1} alle Kanten zwischen Elementen,
die auf t’ abgebildet werden)

ISt ein transitionsberandetes Teilnetz von N.

Beweis: Analog
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7.5.2 Vergrbberung und Verfeinerung

Vergroberungen sind surjektive Netzmorphismen
zusatzlich zu jeder Kante ein Urbild existiert.

Definition: Quotient

Seien N = (S,T,F), N = (S, T",F’) Netze.
Ein Netzmorphismus ¢ : N - N’ heil3t Quotient : =

® ¢ ist surjektiv

* OX,W)YUOF Oy OF:¢(X)=x und ¢(y) =Yy’

. bei denen

(113)
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7.5.2 Vergrbberung und Verfeinerung

Definition: Vergroberung / Verfeinerung

N’ = (S, T',F’) ist Vergroberung von N = (S,T,F),
wenn ein Quotient

¢ : N - N’ existiert,

und

¢ (x’) fur jedes Element x’ O (S’UT’)

ein zusammenhangendes Teilnetz von N generiert.

Umgekehrt heil3t N eine Verfeinerung von N’.

(213)
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7.5.2 Vergrbberung und Verfeinerung

Beispiel: Vergroberung / Verfeinerung

= == = ===

3I3)
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7.5.3 Einbettung

Eine Einbettung eines Netzes als Modell eines
Ausschnitts eines realen Systems bedeutet:

® Erganzung von weiteren Aspekten / Systemkomponenten,
® Vervollstandigung,

® Einbeziehung der Umwelt.

(113)
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7.5.3 Einbettung

Definition: Einbettung

Seien N = (S,T,F), N' = (S',T',F’) Netze.
Ein Netzmorphismus ¢ : N — N’ heil3t Einbettung : =

® ¢:SOT S OT" istinjektiv,
* Oxy)OF, x,yOe(SUOT) OKxy) OF:
¢(x) =X und ¢(y) =y’
Lemma

Fur jedes Teilnetz N eines Netzes N’ ist der Netzmorphismus
d:N > N,¢p(X)=xfurallexddSOT
eine Einbettung.

Dies muss nicht die einzige mogliche Einbettung sein!

(213)
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(e))
O A1V — s

3I3)

S6
s/

s3
s4

¢
sl

7.5.3 Einbettung
Beispiel: Einbettung

N
N



7.5.4 Faltung

Eine Faltung ist ein Quotient
(d.h. surjektiv, jede Kante hat Urbild),

bei der Stellen auf Stellen und

Transitionen auf Transitionen abgebildet werden.

Definition: Faltung

Seien N =(S,T,F), N =(S’, T', F’) Netze.
Eine Faltung ist ein Quotient

do:N - N

mit ¢(S)=S,¢(M) =T

(112)
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7.5.4 Faltung

ispiel 2: Faltung
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7.5.5 Komposition

Netze werden zusammengesetzt durch Verschmelzung von
festgelegten Schnittstellen-Elementen des gleichen Typs

VIKAR (Stellenkomposition)

VIKAR (Transitionenkomposition)

Formalisiert werden Kompositionen durch spezielle Faltungen,
die fur jedes Teilnetz injektiv sind.

Zu jeder Komponente existiert eine
Einbettung in das zusammengesetzte Netz.

(111)
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7.1

7.2
7.3
7.4
7.5
7.6

7.7
7.8
7.9

Petrinetze

Verhaltensmodellierung von Informationssystemen
und Geschaftsprozessen

Klassische Petrinetze (Stellen/Transitions-Netze
Modellierung mit Petrinetzen
Netztransformationen

Netzmorphismen

Kanal/Instanzen-Netze

Stellen/Transitions-Netze
Modellierung von Prozessen mit Petrinetzen
Ausblick

)
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7.6  Kanal/lnstanzen-Netze (1]3)
O Kanal
Instanz

® umgangssprachliche und allgemeinverstandliche Beschriftung

der Netzelemente
(soll innen eine konkrete Bedeutung geben).

® keine Marken!
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7.6 Kanal/lnstanzen-Netze

Beispiel:

Dokumente sind zu bearbeiten

Dokumente werden
bearbeitet

\ Beginne

Bearbeitung

(213)

eines v

Dokuments

Beende

‘| Bearbeitung
eines

Dokuments

Mitarbeiter sind verfligbar
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7.6  Kanal/lnstanzen-Netze (3]3)

Zweck

Durch Verfeinerung und Einbettung soll ein detailliertes Modell
entwickelt werden.

Ubergang (ab einer bestimmten Detaillierungstiefe)
® Transitionen (Instanzen) - Systemfunktionen

¢ Stellen (Kanéale) -~ Datentypen

Danach Ubergang
— zur Verhaltensmodellierung

— zu hoheren Netzen

Weiterhin erlauben Kanal-Instanzen-Netzen einen Uberblick tiber
kausale Strukturen des Systems.
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7.1

7.2
7.3
7.4
7.5
7.6

1.7

7.7.1
[7.7.2
7.7.3
7.7.4

7.8
7.9

Petrinetze

Verhaltensmodellierung von Informationssystemen
und Geschaftsprozessen

Klassische Petrinetze (Stellen/Transitions-Netze
Modellierung mit Petrinetzen
Netztransformationen

Netzmorphismen

Kanal/lnstanzen-Netze

Stellen/Transitions-Netze

Definitionen

Markierungsgraph
Verhaltenseigenschaften von S/T-Netzen
Kapazitatsbeschrankungen

Modellierung von Prozessen mit Petrinetzen
Ausblick

)
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7.7.1 Definitionen (1]4)

Stellen/Transitions-Netze (S/T-Netze) sind Netze mit

® Anfangsmarkierung m,

® Schaltregel (bestimmt das Verhalten)

Definition: Markierung

a) Eine Markierung m eines Netzes N = (S, T, F) ist eine
Abbildung m: S - IN, (mit IN,={0,1,2,3,...})

anders ausgedruckt:

b) Eine Markierung m ist ein Vektor m=(m,, ..., m),

« wobei n=|S| qiltund

e jedes m, U|N,, furi=1, ...,n

« D.h. m, besagt, dass sich in der i-ten Stelle m; Marken befinden
e Zusammenhang zu a) fur Stelle s;; m(s;)) = m,
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7.7.1 Definitionen

Definition: Schaltregel

Eine Markierung m ,aktiviert” eine Transition t,
wenn m(s) > 0 fur alle s [ et.

Falls t unter m aktiviert ist, kann t ,schalten®;
nach Schalten von t: Folgemarkierung m‘:

T m(s), falls s Jetunds Ote

mE) = < m(s)-1, fallssetunds[te
m(s)+1, fallssJetunds [te

_ m(s), fallss O etund s [ te

(214)

<O
O

a2

® ®

& o

Schreibweise: m -tm’ ("Schaltvorgang")
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7.7.1 Definitionen

Ein S/T-Netz N mit Markierung m
wird durch das Paar (N, m) angegeben.

Die Anfangsmarkierung eines S/T-Netzes wird meist mit m,
bezeichnet.

Definition: Schaltfolge

Sei m eine Markierung eines S/T-Netzes N,
m-"m;, m -¥m,, .., m; -"m_ Schaltvorgange,

dannistt =t t, t; ... t,
(erstt,, dannt,, dann ... dannt)

eine Schaltfolge von m nach m,

Schreibweise: m -Tm,.

314)
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7.7.1 Definitionen

Wichtige Notationen

* m_-ftm

*m_-"m

o [m>

gist die leere Schaltfolge

[ISchaltfolge t: m -™m’
m’ ist von m aus ,erreichbar

Menge aller von m aus
erreichbaren Markierungen

(414)

= AIFB @

Petrinetze

~
N



7.7.2 Markierungsgraph (1/10)

® Das Verhalten eines S/T-Netzes (N,mg) wird durch die Menge
seiner Schaltfolgen beschrieben.

® Der Markierungsgraph ist eine kompakte Darstellung dieser
Menge.

Definition: Markierungsgraph
SeiN = (S, T, F) ein S/T-Netz mit Anfangsmarkierung m,
Der Markierungsgraph von (N, m,) besteht aus der

® Knotenmenge [my>

® Menge beschrifteter Kanten {(m, t, m’) | m -tm’}

Schreibweise:
- Die Anfangmarkierung wird durch —m, dargestellt
- Wir beschriften die Knoten mit dem Vektor der entspr. Markierung
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7.7.2 Markierungsgraph

Geg.: Petrinetz

P1: Fertig T1: Munzeinwurf

(2a]10)

Zugehoriger Markierungsgraph

4

® : [mO: (1,0, 0) ]
T4: J pP2:
fusgabe T3: Munzrickgabe MUnze
erhalten
P3: T2: MUnzannahme
Fertig zur Ausgabe
Stellen Transitionen
Markierung{P1|P2|P3| T1 | T2 | T3 | T4 |  nachste
Markierung
mO 11010 X ml X Transition
feuert
Transition
O aktiviert
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7.7.2 Markierungsgraph

Geg.: Petrinetz

(2b|10)

Zugehoriger Markierungsgraph

P1: Fertig T1: Munzeinwurf
> moO: (1, O, 0)
T4: J P pP2:
s ) (] m1 0,1,0
fusgabe T3: Munzrickgabe MUnze ( :
erhalten
P3: T2: Mlnzannahme
Fertig zur Ausgabe
Stellen Transitionen
Markierung{P1|P2|P3| T1 | T2 | T3 | T4 |  nachste
Markierung
m0 110(0 x ml X Transition
mL 0|10 B | B m0, m2 feuert
Transition
O aktiviert
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7.7.2 Markierungsgraph

Geg.: Petrinetz

P1: Fertig T1: MUnzeinwurf

»

(2c|10)

Zugehoriger Markierungsgraph

mO(lOO)]{-

T4: J pP2:
s 1 1: (0, 1,0
QUEEElE T3: Minzrickgabe s m ( )
erhalten
®)- T2
P3: T2: MUnzannahme
Fertig zur Ausgabe
Stellen Transitionen
Markierung{P1|P2|P3| T1 | T2 | T3 | T4 |  nachste
Markierung
mO 1/0|0| & m1l
m1l 0[1]0 B =X m2, mO
m?2 O([0]|1 B 'm0

T4

m2: ©, 0, 1) ]

X Transition
feuert

Transition
o aktiviert
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7.7.2 Markierungsgraph (3/10)
Beispiel:
P5: Speicher P1: Fertig T1: Munzeinwurf
° >
T5: Nach- T4: ) p2:
flllung Ausgabe —1 Miinze
T3: Munzrickgabe BT
P4: Nachfll- P3: Fertig zur T2: Munzannahme
anforderung Ausgabe
T5: Nachfillung ‘
I \ T1: Minzeinwurf
»m3: (1,00,1,0| T1: Minzeinwurf (M9 (1.0.0.0.1) \
T:N_\‘ \ T3: Minz-
T4: Aus- > itz . riickgabe m1:(0,1,0,0,1)
Jabe riickgabe m4: (0,1,0,1,0) g

T2: Minzannahme

(:’Dll lo)y (:lc)llo|1)
==

\ T5: Nachflllung /

T2: Minzannahme

- AIFB &
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7.7.2 Markierungsgraph

(4/10)

Beispiel:
P5: Speicher P1: Fertig T1: Munzeinwurf
:0 Y >
T5: Nach- T4. ) P2:
flllung Ausgabe — Miinze
T3: MlUnzriuckgabe srallia
P4: Nachfll- P3: Fertig zur T2: Munzannahme
anforderung Ausgabe
Skizze: T5: Nach- T5: Nach- T5: Nach-
flllung flllung flllung

)

Y
T2: MA

ach-

fUflung
T1: ME
T3: MR
,( Ve , ,
T5: Nach- ~ T5: Nach- T5: Nach- - \')
fullung y fullung
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7.7.2 Markierungsgraph (5/10)
Beispiel:
Fertig Minzeinwurf
° R . Minzen in
il g Maschine
Auts)— < Mlnze
abe
N Munzrickgabe SIS
PG AL Minzannahme
Ausgabe
Skize: Muinzeinwurf

rf

—(
I e

Miinz- j Minz- ¢

Miinz- A“bs' ! Miinz- A”;'

annahme e | annahme el

Ahnliche Ausgangssituation, jedoch +1 in Miinzspeicher
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7.7.2 Markierungsgraph (6/10)

Beschrankte Netze

Ein Markierungsgraph ist endlich <
das S/T-Netz ist beschrankt

Definition: Beschranktheit

(N, m,) heil3t beschrankt , wenn eine Schranke b existiert,
so dass m(s) < b fur alle Stellen s und alle m U [my>

Zusammenhang zwischen Beschranktheit und Anzahl der
Markierungen

® Hat (N, m,) eine Schranke b, Stelle Stellen = 18|

dann ist |[[m,>| < (b+1)'S!.

® st [[my>] < oo,
dann ist b := max,;5(My(s)) +[[my>] - 1
eine geeignete Schranke

-~ AIFB O
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7.7.2 Markierungsgraph

Beispiel: @

(7]10)
P5

-OT1-O

@1 O

P1 T1 P2 T2

P3 T3 P4

Max. Anzahl Marken in Stelle P5: max - s(my(s)) =3 =N

[m,>={(1,0,0,0,3), (0,1,0,0,4),
(0,0,1,0,5), (0,0,0,1,6)}

d.h. [[m,>| = 4

— b = 6 Ist eine geeignete Schranke

(in diesem Fall sogar die kleinste mogliche) »

Anz. Marken in P5:
N
-~
+1 (my> m,)
+1 (Mm~>m,) > |Im>[-1
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7.7.2 Markierungsgraph (8]10)

Weitere Eigenschaften von beschrankten S/T-Netzen

® Fur b=1 kann jede Stelle als zweiwertige Bedingung (erfullt /
nicht erftllt) interpretiert werden.

® Auch bei beschréankten S/T-Netzen wachst die Anzahl der
erreichbaren Markierungen oft exponentiell mit der Grol3e
des Netzes. (State-Space-Explosion)

—
Analyse des Verhaltens mittels der Konstruktion des

Markierungsgraphen ist deshalb praktisch unmaoglich.
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7.7.2 Markierungsgraph

input

Beispiel:

(9110

b=1
2n+1 Stellen,
n+2 Transitionenen
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7.7.2 Markierungsgraph

Skizze:

>

n=2 n=3

FUr n=k hat der Markierungsgraph 2*+1 Knoten,

entsprechend viele Markierungen sind erreichbar.

(10]10)
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7.7.3 Verhaltenseigenschaften von S/T-Netzen

Definitionen:
Ein S/T-Netz (N,m,)

® terminiert ,
wenn die Menge der mdglichen Schaltfolgen endlich ist.

® st verklemmungsfrei |,
wenn jede erreichbare Markierung eine Transition aktiviert.

® istlebendig ,
wenn von jeder erreichbaren Markierung ausgehend eine
Schaltfolge existiert, die alle Transitionen umfasst.

® st rlcksetzbar ,
wenn von jeder erreichbaren Markierung wieder die
Anfangsmarkierung m, erreichbar ist.

(118)
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7.7.3 Verhaltenseigenschaften von S/T-Netzen

Beispiel:

t1

sl (e )

(218)

Markierungsgraph:

|

t4

Ein nichtterminierendes, nicht verklemmungsfreies S/T-Netz
s2 t2
s3
°
t3
t2
t4 s4 (1,1,0,0)

ey
N A

(0,1,0,1)

(0,0,1,1)
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7.7.3 Verhaltenseigenschaften von S/T-Netzen

Beispiel:

Ein verklemmungsfreies, nichtlebendiges S/T-Netz

t2

t1

Markierungsgraph:
t2

t1

(1,0,0,0)

t3 t4
p2 p3
o
t5
t4
(0,1,0,0) . "lbpt1o
t3 T~

t5

(0,0,0,1)

(318)
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7.7.3 Verhaltenseigenschaften von S/T-Netzen (4]8)

Lemmata:

(1) (N, m,) ist verklemmungsfrei <
Im zugehorigen Markierungsgraph hat jeder Knoten einen

Nachfolger.

(2) (N, my) terminiert
der zugehdrige Markierungsgraph ist endlich und hat keine
Zyklen.

(3) Kein terminierendes S/T-Netz ist verklemmungsfrei

(4) Jedes lebendige S/T-Netz mit mindestens einer Transition ist
verklemmungsfrei.

(5) (N, m,) ist lebendig -
Jede Transition t kann — von jedem m [ [m,> ausgehend —
Immer wieder aktiviert werden.

(6) (N, m,) ist rucksetzbar <
Der zugehorige Markierungsgraph ist stark zusammenhangend

(mit Zyklen uberdeckt; vgl. Folie 105).
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7.7.3 Verhaltenseigenschaften von S/T-Netzen

Beispiel:

(518)

Transitionen, die ab einem bestimmten Punkt nicht mehr schalten
konnen (Lemma (5))

t2

t1

Markierungsgraph:

(1,0,0,0)

2
)\
S

t1

(0,1,0,0)

t3

t3

(0,0,1,0)

t4

t5

t4

9

t5

(0,0,0,1)
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7.7.3 Verhaltenseigenschaften von S/T-Netzen

Beispiel:

(618)

beschranktes (b=1) nichtlebendiges S/T-Netz, das nicht rticksetzbar
Ist (Lemma (6))

t2

t1

Markierungsgraph:

(1,0,0,0)

2
}\
S

t1

(0,1,0,0)

t3

t3

(0,0,1,0)

t4

t5

t4

<)

t5

(0,0,0,1)
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7.7.3 Verhaltenseigenschaften von S/T-Netzen

Unbeschranktes, lebendiges S/T-Netz, das nicht rlicksetzbar ist
(Lemma (6))

—O

S T S

Markierungsgraph:

_—1 (1,0) |—=] @1)2) -_l (1,2) |=—> ({13) [|=—p & N

(718)
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7.7.3 Verhaltenseigenschaften von S/T-Netzen

Ein beschranktes (b=1) S/T-Netz, das nicht ricksetzbar ist

(Lemma (6))

t1 p3 t3 5
pl B t5
p2 p4
—»@—v >
t2 t4
Markierungsgraph: (0,1,0,0,1) (0,1,0,0,0) t4 (0,0,0,1,0)
t3 7y
l t4 | t2
t5
(0,1,1,0,0) (0,0,0,1,1) »! (1,0,0,0,0)
t3
\ | [tz
00100 | | ©0001
(0,0,1,1,0) (0,0,1,0,0) t3 (0,0,0,0,1)

(818)
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7.7.4 Kapazitatsbeschrankungen (1/6)

Nur in den seltensten Fallen sind in der Realwelt
eine beliebige Anzahl Marken in einer Stelle sinnvoll.

Beispiel: Mlnzautomat

z.B. 1000 Stuck

Fertig Munzeinwurf
® — > :: Mlnzen in
/ Maschine
Ausgabe < gﬂrﬁgﬁin
Mulnzrickgabe
r—

Fertig zur MulUnzannahme
Ausgabe

Ein realer Automat wird nur endlich viele Minzen aufnehmen
konnen. Obiges Beispiel sieht diese Einschrankung jedoch nicht vor.

= AIFB @

Petrinetze

o
w



7.7.4 Kapazitatsbeschrankungen

Erzwingung von Schranken ...
... durch Komplementstellen

Speicher Fertig

Munzeinwurf

»

4

Nach- Ausgabe
fullung

: Fertig zur

Nachfullanforderung Ausgabe

\ MUnerckgabe/
——

; Minze
O erhalten

Miinzannahme

(216)

= AIFB @

Petrinetze

©
~



7.7.4 Kapazitatsbeschrankungen

Erzwingung einer endlichen Schranke durch
Komplementstellen
Definition: Komplementstelle

Wenn s eine Stelle ist, so wird eine neue Stelle s*, mit folgenden
Eigenschaften:

[ S*.:.S\S.
® oS* = Ge \ oS

® my(s®) = k(s) - M s),
dabei ist k(s) die gewlnschte Schranke fur s

als die Komplementstelle von s  bezeichnet.

(316)
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7.7.4 Kapazitatsbeschrankungen

Beispiel:
T3
T2 T4
S
2N
k=3

s={T1,72,T3}
5e={T3,T4,T5}

= T1 oder T2 kbnnen nicht mehr Marken in s ablegen,

als durch s* zugelassen

T2

T1

S*

T3

S*

T4

(416)

T5

=es\se={T1,T2}
os* = ge \ o5 = {T4,T5}
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7.7.4 Kapazitatsbeschrankungen (5]6)

Lemma

Jede erreichbare Markierung m erftllt die Gleichung
m(s) + m(s*) = k(s)

Beweis

Man betrachte s [ se.

Es gilt (¢s* = se \ ¢S) [](S*e = es5\ S¢)

—

Jeder Schaltvorgang lasst die Zahl m(s) + m(s*) unverandert,
und somit ist nach der Definition von Komplementstellen

Mo(S*) + My(S) = k(). (es gilt my(s*) = k(s) - My(s))

Korollar
Jede erreichbare Markierung m erfullt m(s) < k(s).

Beweis
0 < m(s*)
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7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
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7.8.1
7.8.2
7.8.3

7.9

Petrinetze

Verhaltensmodellierung von Informationssystemen
und Geschaftsprozessen

Klassische Petrinetze (Stellen/Transitions-Netze
Modellierung mit Petrinetzen
Netztransformationen

Netzmorphismen

Kanal/Instanzen-Netze
Stellen/Transitions-Netze

Modellierung von Prozessen mit Petrinetzen
Uberblick

Ziele der Modellierung

Methoden fur Analyse und Verifikation

Ausblick

)
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7.8.1 Uberblick

Was wird durch Petrinetze modelliert?

Informationssystem

Geschaftsprozess

(114)
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7.8.1 Uberblick

Gesamtsystem (Systemebene)

Speicher

Nach- \

Fertig Munzeinwurf

tillung /
\O

Nachftllanforderung

Ausgabe

Munze
erhalten

-
<

Munzruckgabe

s—

Fertig zur ~ Munzannahme
Ausgabe

Rechnergestutzter Teil des
Informationssystems

(214)
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7.8.1 Uberblick

Prozesse:

O—

Rickgabe

Ausgabe

Einwurf

_.O_.

Annahme

initiiert durch Munzeinwurf

314)
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7.8.1 Uberblick (4]4)

® Petrinetz als Modell von Informationssystemen sollte
verklemmungsfrei oder (besser) lebendig sein

® Petrinetz als Modell von Prozessen sollte
nicht verklemmungsfrel oder (besser) terminierend sein.

-~ AIFB O

Val. Definition aus 7.7.3

Petrinetze
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7.8.2 Ziele der Modellierung (1]2)

Ziele der Modellierung:

® Validierung : Ist das Modell richtig bzgl. der Realitat/VVorstellung

— grafische Darstellung

= AIFB @

— Simulation des Verhaltens

® Simulation : Erzeugung einiger / aller Ablaufe
— sequentielle Ablaufe / nichtsequentielle Ablaufe
— animierte Simulation vs.

— Ablauferzeugung im Hintergrund
(z.B. quantitative Simulation)
(z.B. Laufzeitverhalten)

Petrinetze

— zur Validierung bzw.

— zur Verifikation (im Sinne von Tests) 103




7.8.2 Ziele der Modellierung (2]2)

® Analyse : Ermittlung von Eigenschaften
(z.B. Lebendigkeit, Rucksetzbarkeit)

— Validierung
— Hilfsmittel zur Verifikation
® Automatische Verifikation : Ermittlung spezieller Eigenschaften

(gegeben Modell + gewiinschte Eigenschatften;
Frage: Sind Eigenschaften im Modell erftllt?)

— z.B. nachdem eine Minze in den Automat geworfen wurde,
wird sie entweder zurlickgegeben oder etwas wird
ausgegeben

® Semiautomatische Verifikation : Beweisverfahren
(gegeben Modell + gewiinschte Eigenschaften + Beweisschritte;

Frage: Wie sieht ein Beweis aus?)

— Proof Checker
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7.8.3 Methoden fur Analyse und Verifikation (1]3)

Methoden fur Analyse und Verifikation

® Erzeugung des Markierungsgraphen

-~ AIFB O

® Strukturtheorie

Strukturtheorie

Gewinnung von Aussagen uber das Verhalten in einem Netz mit
Hilfe der

® statischen Netzstruktur

® der Anfangsmarkierung

(d.h. ohne den Markierungsgraph zu konstruieren)

Petrinetze
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7.8.3 Methoden fur Analyse und Verifikation (2]3)

Satz: Zusammenhangssatz

Jedes lebendige und beschrankte zusammenhangende S/T-Netz ist
stark zusammenhangend.

-~ AIFB O

Definition: Stark zusammenhangend

N = (S, T, F) heildt stark zusammenhangend : =

fur je zwel Elemente x, y SO T, x £y
gibt es eine Sequenz (z,, z,), (z,, Z5), ..., (Z,.1, Z,) U F (2 < n),
sodassx=z,undy=2z,.

Petrinetze

Vgl.: "zusammenhangend" und Beispiele aus 7.7.3
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7.8.3 Methoden fur Analyse und Verifikation (3]3)

Das folgende Netz ist zusammenhéangend, aber nicht stark
zusammenhangend:

-~ AIFB O

Petrinetze

Wegen des Zusammenhangssatzes ist es daher unter keiner

Anfangsmarkierung lebendig und beschrankt.
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7.1

7.2
7.3
7.4
7.5
7.6
7.7
7.8

7.9

Petrinetze

Verhaltensmodellierung von Informationssystemen
und Geschaftsprozessen

Klassische Petrinetze (Stellen/Transitions-Netze
Modellierung mit Petrinetzen
Netztransformationen

Netzmorphismen

Kanal/Instanzen-Netze
Stellen/Transitions-Netze

Modellierung von Prozessen mit Petrinetzen

Ausblick

)
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7.9 Ausblick

® Weitere Details zu Petrinetzen
(Anwendungsgebiete, Klassifikation, Bezug zu formalen
Sprachen, Programmierung, u.v.a.m.)
In T. Murata, Petri Nets: Properties, Analysis and Applications,
Proc. IEEE, Vol 77(4), April 1989
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® Es gibt noch weitere Methoden, um Petrinetze zu beschreiben
bzw. zu untersuchen, z.B. mit Hilfe linearer Algebra:

— Markierungen sind Vektoren
— Petrinetz als Inzidenzmatrix modelliert

— Schalten von Transitionen als Matrix-Vektor-Produkt
modelliert

— weitere Details in Workflow-Vorlesung (SS 2006) bzw.
angegebener Literatur

Petrinetze
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Literatur

James L. Peterson: Petri Nets .
ACM Computing Surveys (CSUR), Volume 9, Issue 3, September

1977
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Erhaltlich unter:
http://portal.acm.org/ft gateway.cfm?id=356702&type =pdf&collI=ACM&dI=ACM&CFID=2899
6548& CFTOKEN=25198609

Der Link funktioniert nur innerhalb des Uni-Netzes der Universitat Karlsruhe.
(siehe auch Seite zur Vorlesung - Literatur)

Petrinetze

110




Literatur

 James L. Peterson: Petri Nets . ACM Computing Surveys (CSUR),
Volume 9, Issue 3, September 1977

 T. Murata: Petri nets: Properties, analysis and applications :
Proceedings of the IEEE, Volume 77, Issue 4, April 1989, pp. 541 - 580

= AIFB @

« Wolfgang Reisig: A Primer in Petri Net Design . Springer Verlag, 1992

 J. Desel, J. Esparza: Free Choice Petri Nets . Cambridge University
Press, 1995

 Bernd Baumgarten: Petri-Netze. Grundlagen und Anwendungen
Spektrum Akademischer Verlag, 1996

« W. van der Aalst, J. Desel, A. Oberweis (Eds.): Business Process
Management: Models, Techniques, and Empirical Studie  s. Lecture
Notes in Computer Science 1806, Springer Verlag Heidelberg, 2000

Petrinetze

111




