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2.1 Aussagenlogik

Warum Logik in der Angewandten Informatik ?

« Einubung logischen Denkens

« Formale Spezifikation von Anwenderproblemen
« Semantik von Programmiersprachen

* Programmverifikation

 Logische Programmierung

» Wissensreprasentation

* logische Gatter - siehe Grundlagen Il

« Semantic Web

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.0 Auto- und Motorradvermietung

Zu vermieten:

,Mercedes-Benz SL 280" (M1), ,Porsche 996 C2“ (P1),
,Honda Accord” (H1), ,.BMW R 1200 C 0” (B1), “Suzuki AN 400“ (S1)
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Faktenbasis (5 Instanzen):
cabrio(M1), cabrio(P1), auto(H1), motorrad(B1), motorrad(S1)

Regelbasis (3 Axiome):

Vx cabrio(x) < auto(x) A offen(x)

VX auto(x) = fahrzeug(x) A vierrader(x)

Vx motorrad(x) < offen(x) A fahrzeug(x) A zweirader(x)

Vorgriff: Beispiel ist aus der Pradikatenlogik

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Anfragen:
fahrzeug(S1) = wahr
auto(S1) = falsch

Kompakte Darstellung und
Nutzung von Wissen

5 Instanzen + 3 Regeln -
30 beantwortbare Fragen:
- Ist S1 ein Fahrzeug?

- Ist S1 ein Auto?

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Beispiele fUr atomare Aussagen:

Keine atomaren Aussagen:

,Der Mond kreist um die Erde*”
,Die Sonne kreist um die Erde"
,17 ist eine Primzahl”®

,17 ist keine Primzahl®

,14 +6 =6 + 14"

P = NP

,Bayer 04 wird nachstes Jahr
deutscher Ful3ball-Meister”
X=17"

,diese Aussage ist falsch”

Jede atomare Aussage hat einen Wahrheitswert:

(,wahr, ,falsch®), entspricht (,true®, ,false®), entspricht (1,0)

Atomare Aussagen lassen sich

 nicht weiter in Bestandteile zerlegen

 zu Formeln zusammensetzen

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

—
"Der Mond kreist um die Erde."
"Die Sonne kreist um die Erde."

Zu unterscheiden von
der Aussage:

"Der Mond kreist um die Erde
und die Sonne kreist um die
Erde."

\

Aussagenlogik behandelt die Struktur syntaktisch zusammengesetzter
Formeln abstrakter Aussagen:

(A1 AA2), (- A1 v A2) A A3), ...
A1, A2, A3 Aussagezeichen mit beliebigem Wahrheitswert

A, Vv, = Symbole fur logische Kombinationen

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Definition: Syntax der Aussagenlogik

Geg: Menge von Aussagezeichen AZ = {A1, A2, ...}

Die Menge AL aller aussagenlogischen Formeln ist induktiv definiert:

Jedes A aus AZ ist in AL.

Ist F in AL, so ist auch — F in AL

Sind F und G in AL, so ist auch (F A G) in AL.
Sind F und G in AL, so ist auch (F v G) in AL.
Induktive Definition:

Alle Elemente aus AL sind durch (i) - (iv) entstandew

~

Bezeichnungen:

4 Al atomare Formel
- F Negation (von F)
(F A G) Konjunktion (von F und G)
\ (F v G) Disjunktion (von F und G) Y

~

z.B. (FvGA(Gv—=F)) ¢ AL
(FvG)A(Gv—=F)) € AL

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Um eine Eigenschaft P fur alle Formeln F aus AL zu beweisen,
kann man einen Beweis durch Induktion fuhren:

::} strukturelle Induktion bzw.
Induktion Uber den Formelaufbau

Induktionsanfang:
1. P qilt fur jedes A aus AZ

Induktionsschritt:

2. Wenn P fur F qilt, dann auch fur — F.
3. Wenn P fur F und G gilt, dann auch fur (FAG)
4. Wenn P fur F und G qilt, dann auch fur (FvG)

Induktionsannahme ist dabei die Gultigkeit von P fur F bzw. F und G.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.1 Induktionsbeweis

P: In jeder Formel ist die Zahl der 6ffnenden Klammern gleich
der Zahl der schlielfenden Klammern

Induktionsanfang:

« P qiltfurjedes A aus AZ.
(ist die Formel atomar, besitzt sie keine Klammern;
es gilt die Behauptung)

Induktionsschritt:
« Wenn P fur F gilt, dann auch fur — F.

« Wenn P fur F und G gilt, dann auch fur (F A G) und (F v G).

(bei jeder Anwendung einer der Regeln werden genauso viele
offnende wie schlielende Klammern erzeugt: genau je eine!)

Induktionsannahme ist dabei die Gultigkeit von P
(also Anzahl der 6ffnenden Klammern = Anzahl der schlie3enden
Klammern) fur F bzw. F und G.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Definition: Semantik der Aussagenlogik

/ Die Elemente der Menge {falsch, wahr} heilden Wahrheitswerte.\

(Es kann auch die Menge {0,1} oder die Menge {false, true}
benutzt werden)

K Eine Belegung a ist eine Funktion a: AZ — {falsch, wahr}. /

Definition der Semantik der Zeichen "=", "A" und "' durch

Verwendung der Begriffe "nicht", "und", "oder".

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

FUr jede Belegung a sei a* die eindeutig definierte Funktion

a*: AL — {falsch, wahr} mit:

(i) a*(A)=a(A) furalle A aus AZ
(a ist die Einschrankung von a* auf die Teilmenge AZ < AL,
d.h. a* ist die Erweiterung von a auf AL)
[ wabhr, falls a*(F) = falsch
(i) a*(—=F) = <
_ falsch, sonst
[ wabhr, falls a*(F) = wahr und a*(G) = wahr
(iii) a*(F A G) = <

falsch, sonst

wabhr, falls a*(F) = wahr oder a*(G) = wahr
a*(F v G) = { (oder beides)

_ falsch, sonst

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Darstellung der Wirkungen der Operationen mit Wahrheitstafeln:

a*(F) a*(G) a*(FAG) | a*(FvG) | a*(—F)
falsch falsch falsch falsch wahr
falsch wahr falsch wahr wahr
wahr falsch falsch wahr falsch
wahr wahr wahr wahr falsch

Oder kurzer:
a*(F) a*(G) a*(FAG) | a*(FvG) | a*(—F)
0 0 0 0 1
0 1 0 1 1
1 0 0 1 0
1 1 1 1 0

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.2

Geg.. | a(A) =wabhr, a(B) = wahr, a(C)= falsch

Dann laldt sich aus der Belegung der einzelnen Aussagezeichen
der Formel schliel3en:

a* (Av B)A—=C) = wahr,
denn: | a* (Av B) = wahr
a*(—-C) = wahr

In der Wahrheitstafel:

a(A) | aB) | a(C) | a*(AvB) | a*(=C) | a*((AvB) A —C)
1 1 0 1 1 1

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Entscheidend ist nur die Belegung der verwendeten Aussagezeichen:

Satz: (Koinzidenzsatz der Aussagenlogik)

Seien a1, a2 Belegungen, die auf allen Aussagezeichen
einer Formel F ubereinstimmen.

Dann gilt: a1*(F) = a2*(F),

d.h. a1*(F) ist genau dann wahr, wenn a2*(F) wahr ist.

:{} Beweis: Durch strukturelle Induktion!

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Definition:
Sei F eine aussagenlogische Formel und a eine Belegung.
Dann heil3t:

« F gultig unter Belegung a, wenn a*(F) = wahr
Man sagt: a erfullt F oder a ist Modell von F
Schreibweise: a |= F

b) F erfullbar, wenn mind. eine Belegung a existiert mita |= F
F unerfiullbar, sonst.

|

c) F heildt allgemeingultig (Tautologie), wenn a |= F fur alle
Belegungen a qilt.
Schreibweise: |[= F

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.3

. al|=(AA—-B)

In der Wahrheitstafel:

. (AA—=A)

In der Wahrheitstafel:

gilt in der Belegung a(A) = wahr
und a(B) = falsch

Die Formel ist also

a(A) | a(B) | a*(—B) | a*(A A —=B)
0 0
0 1
1 0
1 1
ist

a(A) | a*(—A)| a*(A A —A) = a*(0)

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

. (A v A)

In der Wahrheitstafel:

Bemerkung:

ist eine Tautologie.

Diese Formel ist also allgemeinguiltig.

F allgemeingultig

F unerfullbar

a(A) | a(-A)| a*(Av-A)=a*(1)
0 1 1
1 0 1
= — F unerfullbar
— — F allgemeinguiltig

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Definition:

Sei M eine Menge von Formeln, a eine Belegung und F eine Formel.

/- a heild3t Modell von M, wenn a |= F fur jede Formel F aus M\

M heildt erfillbar, wenn es mindestens ein Modell fiar M gibt.
Sonst heil3t M widerspruchsvoll.

 F heil’t (logische) Folgerung von M,
wenn a |= F fur jedes Modell a von M

K Schreibweise: M |= F /

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.4

M = {A, —A} ist widerspruchsvoll,

denn fur ein Modell a musste gleichzeitig gelten:
al= A und a|=-=A, d.h.a(A)=wahrund a(A) = falsch

"Modus Ponens" - logische Folgerung
SeiM={A, (—AvB)}.
Dann gilt M |= B, denn fur jedes Modell a von M qilt:

al= Aundal|= (—wAvB),
d.h. (a(A) = wahr)
und (a *(—= A) = wahr oder a(B) = wabhr).

Folglich kommt nur a(B) = wahr in Frage,
somit: a erfillt B.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Bemerkungen:

Deduktionstheorem:

M|=F < Mu {- F} widerspruchsvoll

M widerspruchsvoll < M |= F flralle F € AL

(da es kein Modell fur M gibt, ist offensichtlich
jedes Modell fur M auch ein Modell far F 1)

far eine endliche Menge M ={F1, ..., Fn}:

aerfult (F1 A...AFn) < aModell von {F1 ..., Fn}

{F1,...,Fn} |FF < {F1, .., Fn, = F} widerspruchsvall
< (F1A...AFnA—=F) unerflullbar

Logische Folgerung fiur endliche Formelmengen wird auf
:{} den Begriff der Erfullbarkeit zurtckgefihrt.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Man beachte:

Wahrheitstafeln ermdglichen die Uberpriifung aller Belegungen einer
Formel.

Es existieren folglich Algorithmen, um Allgemeingultigkeit und
Erfallbarkeit zu untersuchen.

F ist Tautologie = Wahrheitstafel liefert nur wahr
(also allgemeinguiltig)

F erfullbar — Wahrheitstafel liefert
mindestens ein wahr

F unerfullbar — Wahrheitstafel liefert kein wahr

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik
B Beispiel 2.5 Tautologie

Ist (AAB)vC) v (—(AAB)A —=C))eine Tautologie?

AIFBQ

Festlegung: | F1 = (A A B) F2=-C F3=(F1v C)
F4=(-F1 A F2) F5=(F3 v F4)

©AIFB

a(A) | a(B) | a(C) a*(F1) a*(F2) a*(F3) a*(F4) a*(F5)
1 1 1 1 0 1 0 1
1 1 0 1 1 1 0 1
1 0 1 0 0 1 0 1
1 0 0 0 1 0 1 1
0 1 1 0 0 1 0 1
0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 0 1 0 1
0 0 0 0 1 0 1 1




2.1 Aussagenlogik

Wie aufwendig ist der Test auf Erfullbarkeit?

Eine Formel F aus AL enthalte n Aussagezeichen A1,..., An.

Aufwand fur Bestimmung von a*(F) fur eine Belegung
a:. AZ — {falsch,wahr} ist linear in der Lange der Formel,
d.h. Anzahl der Aussagezeichen.

Maximal 2" verschiedene Belegungen mussen untersucht
werden.

Folglich entstent im schlechtesten Fall exponentieller
Aufwand !

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Gibt es ein Verfahren, das fur jedes F € AL die Erfullbarkeit
testet und weniger als exponentiellen (also polynomiellen)
Aufwand erfordert?

::) Dies ist das beriihmteste offene Problem der Informatik.

Losungsverfahren fur eine Vielzahl schwerer Probleme
fuhren, insbesondere fur fast alle im Operations
Research betrachteten Optimierungsprobleme.

(siehe spater Eigenschaften von Algorithmen)

Eine positive Antwort auf diese Frage wurde zu effizienten ‘

\\I/

a—

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik
Definition:

Seien F, G aussagenlogische Formeln.

(in Zeichen: (F = G)),
wenn {F} |= G.

K wenn (F = G)und (G = F).

/- G ist Implikation von F, bzw. F impliziert G

« F, Gsind aquivalent (in Zeichen: (F = G) oder (F < G)),

/

Lemma: | (F = G) genau dann, wenn

= (- Fv G)

Beweis: uber Wahrheitstafel

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Satz: Ersetzbarkeit aquivalenter Formeln

Seien F, G, H, H e AL mit:

F=G;
in H kommt (mindestens einmal) F als Teilformel vor;

H" entsteht aus H, indem (irgend) ein Vorkommen von
F in H durch G ersetzt wird.

Dann qgilt: H=H".

Beweis: Durch strukturelle Induktion uber den Formelaufbau von H.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Satz:

Es gelten folgende Aquivalenzen fiir beliebige Formeln F, G, H
aus AL (Beweis Uber Wahrheitstafeln)

ldempotenz
Kommutativitat

Assoziativitat

Distributivitat

Absorption

Doppelnegation

(FAF)=F (FVvF)=F
(FAG)=(GAF) (FvG)=(GvF)

(FAG)AH)=(F A (G AH))
(FvG)vH)=(Fv(GvH))

(FA(GVH)=({(FAG)vV(FAHR))
(Fv(GAH)=({(FvG)A(FvH))

(FA(FvG)=F (FVv(FAG))=F

—l—lFEF

(,Satz vom ausgeschlossenen Dritten")

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

deMorgansche Regel —(FAG)=(—Fv-0)

neutrale Elemente (Fv—=F)AG) =G
(FA=F)vG)=G

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.6

Beweis der 1. deMorganschen Regel uber Wahrheitstafel
(zz. -(FAG)=(—wFv-0G))

- O -0 (D)
O A A A
QO A
O -0 -
O —a A A

Wegen der Assoziativitat konnen Klammern bei aufeinander
folgenden " A " oder " v " im weiteren weggelassen werden.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Definition: (Normalformen)

{ :

Ein Literal L ist eine Formel der Form Ai (positives Literal)
oder — Ai (negatives Literal)

-

Eine Formel F ist in konjunktiver Normalform (KNF), wenn\
sie eine Konjunktion von Disjunktionen von Literalen ist:

(Ligva.vhip)acoa(bva. vy ni € IN

wobei L;, positive oder negative Literale sind -

N

Eine Formel F ist in disjunktiver Normalform (DNF), falls
sie eine Disjunktion von Konjunktionen von Literalen ist:

(Lignabip) v viboa ALy ni € IN

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Satz:

Zu jeder Formel F existiert eine aquivalente Formel K
in konjunktiver Normalform und eine aquivalente Formel D
in disjunktiver Normalform. (K und D sind nicht eindeutig!)

Beweis:
* durch Induktion uber den Formelaufbau von F oder

« durch Angabe korrekter konstruktiver Verfahren zur Herstellung
von KNF / DNF

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Zwei Vorgehensweisen zur Bestimmung von KNF und DNF:

Gegeben: Formel F
Gesucht: Eine zu F aquivalente Formel in KNF bzw. DNF

Algorithmus I: Bestimmung einer KNF
Schritt a)

* Negationszeichen von aulden nach innen ziehen:

Ersetze in F jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

——=G durch G
ﬁ(G AN H) durCh (—| G V — H)
ﬁ(G V H) durCh (—| G /\ H)

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Schritt b)

Ersetze jedes Vorkommen einer Teilformel der Bauart

(Fv(GAH)) durch ((FvG)Aa(FvH))
(FAG)vH) durch ((FvH)A(GYVH))

bis keine derartige Teilformel mehr vorkommt

« Alle" v "-Zeichen soweit wie moglich nach innen ziehen:

:{} Bestimmung einer DNF, wobei in b) jeweils
" v"und "A" vertauscht werden.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.7

Erzeugen einer KNF aus folgender Formel: —-(—AvB)v—-C

a) Negationszeichen von
aullen nach innen ziehen:

Vereinfachung:

b) Alle " v "-Zeichen soweit
wie moglich nach innen
ziehen:

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Algorithmus Il: Wahrheitstafeln

Gegeben: Wahrheitstafel einer Formel F
Gesucht: Eine zu F aquivalente Formel in DNF bzw. KNF

Bestimmung einer DNF: | a(A1)| ... |a(An)| a*(F)
0 0
1 1

Vorgehen: Fur jede Zeile mit a*(F) = 1 wird eine Konjunktion
(L1 A ... A Ln) von n Literalen in folgender Weise gebildet:

¥ Al, falls a(Ai) = 1
| =
— Ai, sonst

Die gesuchte Formel ist die Disjunktion dieser Konjunktionen.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Bestimmung einer KNF:

indem die Rollen von falsch und wahr sowie " v "und " A,
vertauscht werden:

FUr jede Zeile mit a*(F) = falsch wird eine Disjunktion
(L1 v ... v Ln) von n Literalen in folgender Weise gebildet:

Al, falls a(Ai) = 0

— Al, sonst

Die gesuchte Formel ist die Konjunktion dieser Disjunktionen.

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.8

Erzeugen einer KNF / DNF aus der Formel (A v B) A = C)

A B C |((AvB)aA-=C)
0 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 1
0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 1 0
1 1 0 1
1 1 1 0

KNF. (AvBVvVC)AAVBV-C)A (Av=Bv-=0C) A

DNF. (wAABA-=C)V(AA=BA-=C)v(AABA-=C)

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

weiterer Ansatz flr einen systematischen, haufig auch
effizienten Erfullbarkeitstest:

Resolution: | Voraussetzung: F liegt in KNF vor :
F=(Liyv..vLing) A o Al Ve VL)
L;; sind Literale

Definition:

SeienF1=L;,v..vL ,,F2=L,;v..vL,,, Disjunktionen von
Literalen (d.h. Klauseln). Angenommen L, ,=Aund L, = — A

/Dann entsteht durch Resolution die Klausel

Lisvaovigvhwveovh v
Lygvie.viy v v v .

Diese Klausel wird Resolvente von F1 und F2 genannt.

Falls F1= A und F2= — A, entsteht durch Resolution die leere
KKIauseI 0. Die leere Klausel ist unerfullbar !

~

/

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.9

(—~A2,A3) {=A3, A4} (A2} {- A4}

[~ A2,A4)
AN
{Ad}
AN
O

{A1,A3) (A1} A2, - A3}

NS

{A3}

AN

{A2}

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

Resolutionslemma:

F entstehe durch Resolution aus F1 und F2. Dann gilt:
{F1,F2}|= F

Insbesondere ist {F1, F2} unerfullbar, wenn F unerflllbar ist.

Resolutionssatz der Aussagenlogik:

Eine Formel in KNF ist genau dann unerfullbar, wenn durch
wiederholte Resolutionen die leere Klausel erzeugt werden
kann.

AIFBQ

©AIFB

40



2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.10
- M|=F < Mu {-~ F} widerspruchsvoll

Deduktionstheorem:

Regelbasis (3 Axiome) uber ein Fahrzeug: Modell M
|) cabrio < auto A offen CeAAO
Il) auto < vierrader AsV
lIl) zweirader < —vierrader L -V
Behauptung: Formal:

Ein Cabrio hat nie zwei Rader F=(C=-2)
L6ésung: ,Ja" & M|=F (Modell folgert Formel)

CoAAOAASV)A(Ze V) |= (C=—2)

Umformen in KNF: (Ja & gultig)

= (=CvA) A (=CVvO) A (-Av—=0VvC) A (-AVV) A (=VVA) A
(ﬁZVﬂV) N (Z\/V) |= (—|CV—|Z)

AIFBQ
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2.1 Aussagenlogik

B Beispiel 2.10

Klauselschreibweise: (Ja & M u —F unerflllbar)
= {—~C,A},{—-C,0O},{—-A,—-0O,C},{—-A,V},{—-V,A},{—-Z,-V}{Z,V} U {=(-Cv—-2)}

= {ﬂC’A}’{_'C’O}’{ﬁA’ﬂO’C}’{_'A’V}’{_'V’A}’{ﬂz’_'v}’{z’v}’{c}’{Z}

Resolution:
{_‘C’A}1{_'C’O}’{_'A’ﬁo’C}’{_'A’V}’{_'V’A}’{_'Z’_'V}’{Z’V}5{C}’{Z}

~ —

) -V}
{V}
\
[]
Ergebnis:
Mo —F ist unerfillbar
M|=F Modell folgert F

Ein Cabrio hat nie zwei Rader (es hat immer vier)

AIFBQ
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2.2 Pradikatenlogik

B Beispiel 2.10

Warum Pradikatenlogik?
Logische Aussagen uber und Beziehungen zwischen Objekten.

Aussagenlogik:

Fakten: mietbar, betankt, vermietet

Regeln: betankt A —vermietet = mietbar
Pradikatenlogik:

Fakten: betankt(M1), —vermietet(M1), —betankt(S1)
Regeln: betankt(x) A —vermietet(x) = mietbar(x)
Anwendung: mietbar(M1)

=>Pradikatenlogik ist ausdrucksmachtiger

z.B. auch folgende Geschaftslogik moglich:
vermietet(M1) = —mietbar(S1), vermietet(S1) = —mietbar(M1)
(da der Verleiher immer selbst eines seiner beiden Fahrzeuge nutzt)
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2.2 Pradikatenlogik

« Erweiterung der Aussagenlogik

« Sprache zur Beschreibung der Mathematik und deren
philosophischer Grundlage stellt fir automatisches Schliessen
erforderliche Mittel bereit

* Untersuchung der "Feinstruktur" von Aussagen, wie etwa:

Fur alle ¢ > 0 gibt es ein n,, so dass
fur alle n > n, gilt: [f(n)-a] <e

« Man benotigt:

Variablen (x,y, z, n, ...)

Funktionszeichen (f, g, h, ..., +,-, %, ...)

Pradikatzeichen (p, q,r, ..., <, =, >, ...)

Junktoren (—, A, v, =, < (bzw. =) )

Quantoren (V, 3)

Im Folgenden:
« Definition der Struktur (bzw. Syntax) pradikatenlogischer Formeln

« Definition der Bedeutung (bzw. Semantik) dieser Formeln
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2.2 Pradikatenlogik
Definition: Syntax der Pradikatenlogik
Gegeben:
» eine Menge V von Variablen: V = {x,, X,, ...},
« eine Menge FZ von Funktionszeichen

« eine Menge PZ von Pradikatzeichen
mit: V, FZ, PZ paarweise disjunkt.

/ Jedes Funktions-/Pradikatzeichen hat eine Stelligkeit n> 0. \

0-stellige Funktionszeichen heilden Konstanten.

0-stellige Pradikatzeichen heilen Aussagezeichen.

B = (FZ,PZ) bezeichnet man als eine Basis der Pradikatenlogik.

Der Zeichenvorrat Z uber der Basis B ist definiert durch
Z=V uPZuUFZU{().,, K AV =>,3,VH

K (alle Mengen paarweise disjunkt) /
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2.2 Pradikatenlogik

B Beispiel 2.11

x<10 = x+1<11

« xist Variable
« + ist Funktionszeichen der Stelligkeit 2
« <ist Pradikatzeichen der Stelligkeit 2

« die Zahlsymbole 1, 10 und 11 sind Funktionszeichen der
Stelligkeit 0, also Konstanten

« ,=" Implikationspfeil ist logischer Junktor wie in der
Aussagenlogik

AIFBQ

©AIFB

47



2.2 Pradikatenlogik

(1) Die Menge TB aller Terme Uber der Basis B ist induktiv definiert
durch:

(a)VcTB
Jede Variable ist ein Term.

(b) Wenn f ein Funktionszeichen (f € FZ) der Stelligkeit O ist,
dann qilt f € TB.

(c) Wenn f ein Funktionszeichen (f € FZ) der Stelligkeit n > 0 ist
und t,, ..., t, € TB,
dann gilt f(t,, ..., t,) € TB.

(d) Nur Zeichenreihen, die wie oben in endlich vielen Schritten
erzeugt werden konnen, sind Terme.
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2.2 Pradikatenlogik

(2) Die Menge PLB aller pradikatenlogischen Formeln tGber B

ist induktiv definiert durch:

(a) Wenn P ein Pradikatzeichen der Stelligkeit O ist,
dann gilt P € PLB.

(b) Wenn P ein Pradikatzeichen (P € PZ) der Stelligkeit n > 0 ist
und t,, ..., t, € TB,
dann gilt: P(t,, ..., t,) € PLB.

(c) Wenn F, G € PLB, dann sind auch —F, -G € PLB,
(FAG)ePLBund (FvG)ePLB

(d) Wenn F € PLB und x € V, dann ist auch
dxF e PLB und V xF € PLB.

(e) Nur Zeichenreihen, die wie oben in endlich vielen
Schritten gebildet werden konnen, sind Formeln.
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2.2 Pradikatenlogik

B Beispiel 2.12
V = {Xq, X5, ...} o . _
_ Dabei seien f und P einstellig
i _ i, 9, } sowie g, h, Q und R zweistellig
PZ = P, Q, R} P '
X1
(1) Beispiele fir Terme: 9(X1, X,)
h(f(x,), 9(X4, X))
P(X,)
—P(x,)
. ) _ Q(X4, X5)
(2) Beispiele fur Formeln: P(X,) v —Q(X,, X,)
R(h(X3, X3)’ g(X1, XZ))
V X, Q(X4, X5) v I X3 =R(X4 ,X5)

Bemerkung:

Eigenschaften von Termen und Formeln konnen wieder durch
Induktion Uber die Struktur von Termen und Formeln bewiesen

werden.
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2.2 Pradikatenlogik

Vereinfachungen:

u, v, w, X, ¥, Z

a,b,oc, ..

f, g, h

P,Q, R, ..

stehen fur Variablen

stehen fur Konstanten

stehen fur Funktionssymbole

stehen fur Pradikatzeichen
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2.2 Pradikatenlogik

Beobachtung:

Sofern unendlich viele Pradikatzeichen der Stelligkeit O verfugbar
sind, ist die Aussagenlogik in PLB enthalten.

Bezeichnungen:

* Die Formeln P(t,, ..., t,) aus (2a) und (2b)
heilden atomar

 Sind F und G Formeln und tritt F als Teil von G auf,
so heild3t F Teilformel von G.

 Ein Vorkommen einer Variablen x in einer Formel F heil3t

- bindend, wenn x in F direkt hinter einem 3 oder ¥V vorkommt,
- gebunden, wenn F eine Teilformel der Form 3 x G

oder V x G hat und x in G vorkommt,
- frei, sonst.

 Eine Formel, in der keine Variable frei vorkommt,
heil3t geschlossen oder eine Aussage.
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2.2 Pradikatenlogik

B Beispiel 2.13

/

frei

gebunden

/

(x<y) v Ix (x> 2)

N

bindend

durch

AIFBQ

©AIFB

53



2.2 Pradikatenlogik

Fsei: (3xQ(xf(y) v =VyR(y, g(z, f(2))))

alle Teilformeln von F:

(Ix Q(x, f(y)) v = vy R(y,9(z, 1(2))))
3 x Q(x, f(y))

Q(x, f(y))

- V¥ R(y, 9(z, f(2)))

vy R(y, 9(z, f(2))

R(y, 9(z, f(z)))

alle Terme, die in F vorkommen:

X gebunden

y einmal frei, einmal gebunden
Z zweimal frei

f(y)

f(z)

9(z, 1(z))

F ist also
keine Aussage
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2.2 Pradikatenlogik

Definition der Semantik pradikatenlogischer Formeln durch:

» Festlegung eines Wertebereichs fur Variablen,

« Zuordnung von Funktionen Uber dem Wertebereich zu
Funktionszeichen,

« Zuordnung von Relationen Uber dem Wertebereich zu
Pradikatzeichen.
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2.2 Pradikatenlogik
Definition: Semantik der Pradikatenlogik

Geg.: Basis B

éine Struktur far PLB ist ein Paar s = (U, |) mit \

« U ist eine nichtleere Menge
(Werte- oder Individuenbereich oder Universum von s).

* | ist eine Abbildung (genannt: Interpretation von s), die
- jeder Variablen x; einen Wert I(x;) € U
- jedem Funktionszeichen f der Stelligkeit n eine
Funktion I(f): U" —> U,

- jedem Pradikatzeichen P der Stelligkeit n eine Relation

K |(P) < U" zuordnet. /

::) D.h.: Definitionsbereich von | ist Teilmenge von V v FZ v PZ.
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2.2 Pradikatenlogik

B Beispiel 2.14

F=Vx P(x f(x)) A Q(g(a, b))

Eine mogliche Struktur s konnte die folgende sein:

U=IN

(a) = 2

I(b) = 3

|(f) = die Nachfolgerfunktion auf U, also I(f)(n) = n+1
I(g) = die Additionsfunktion auf U, also I(g)(m,n) = m+n
I(P) = {(m,n)mneUundm<n}

(Q) = {n e U]|nistPrimzahl}

Bedeutung von F unter s:

FUr jede naturliche Zahl x gilt :

X < x+1 und 2+3 ist Primzahl.
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2.2 Pradikatenlogik

Schreibweise:
Sei s eine Struktur, x e V, d € U.

Dann bezeichnet s[x/d] diejenige Struktur, die sich von s
nur in der Interpretation der Variablen x unterscheidet,
und zwar soll gelten:

I[x/d](x) = d

d.h. der Variablen x wird der Wert d zugewiesen
(gleichgultig, welchen Wert I(x) hat).
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2.2 Pradikatenlogik
Definition: Semantik von Termen und Formeln

FUr jede Struktur s Uber der Basis B = (FZ, PZ) sei

s*: TB — U und
s*: PLB — {0, 1}

durch Induktion uber die Struktur von Termen und Formeln definiert;

/(1) Fur Terme:
(@) s *(x) = 1(x)
N (b) s*(f(t;, ... ) = 1(F)S*(Y), ..., s(t,))

~
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2.2 Pradikatenlogik

ﬁ:ijr Formeln

(@)

(b)
(d)

"

s*(P(ty, ...1))

s* (—F)
s* (FAG))
s* (FvG))

s*(V x F)

s*(3AxF)

(1, falls (s*(t,), ..., s*(t.)) € I(P)
<

L 0, sonst

\

~ wie in der Aussagenlogik

1, falls fur jedes d € U:
A s[x/d]*(F) = 1
0, sonst

1, falls es ein d € U gibt,mit:
3 s[x/d]*(F) = 1
0, sonst

~

/
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2.2 Pradikatenlogik

B Beispiel 2.15
Sei U = IN,und I(<), [(+),... wie Ublich definiert.
AulRerdem I(x) =1, I(y) = 2
Dann gilt:
s*((x+1)<y)) = 0, denn:
s*((x+1) <y)) = l(<)(s*(x+1), s*(y))
= 1(<)(I(+)(1(x), 1), 1(y))
= 1(<)2,2) =0

aber: s*(@x (x+1)<y) = 1
denn far d=0 qilt: s[x/0]*((x+1)<y) = 1

folglich existiert ein d mit s[x/d]*((x+1) <y) = 1

deshalb ist s*(3 x (x+1) <y) = 1
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2.2 Pradikatenlogik

Beachte:

s*(3 x (x+1) <vy) ist offensichtlich unabhangig von [(x)

Intuitive Erklarung:

s*(F) hangt nur von den Werten I(x) derjenigen
Variablen x ab, die frei in F vorkommen.
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2.2 Pradikatenlogik

Satz: Koinzidenzsatz der Pradikatenlogik

Seien: |+ F eine Formel;

* s, S, zwei Strukturen, fur die qilt:
U, =U,
|, und |, stimmen Uberein

 auf allen Funktionszeichen von F

 auf allen Pradikatszeichen von F

« auf allen Variablen, die in F frei vorkommen

Dann gilt: | S47(F) =s,"(F)

:{} Beweis: Durch Induktion Uber Struktur der Terme / Formeln
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2.2 Pradikatenlogik

Definitionen / Bezeichnungen

Ubernahme vieler Definitionen und Schreibweisen aus der

Aussagenlogik (d.h. ersetze die Belegung a durch die Struktur s):

(Fe PLB)

« Fist gultig unter der Struktur s: s |=F (s ist Modell von F)\

« Fisterfullbar: 3smit s|=F
 Fistunerfullbar: =3 smit s|=F

« Fistallgemeingiltig: [ F

* s ist Modell einer Formelmenge M; s |= M
 Misterfullbar: 3smit s|=M
 Mistwiderspruchsvoll: =3 smit s|=M

 Fistlogische Folgerung von M: M |= F
Q und G sind aquivalent: F< G, bzw. F=G
(

d.h. fur jede Struktur s gilt: s*(F) = s*(G))

/
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2.2 Pradikatenlogik

Satz: Aquivalenzen

FUr beliebige Formeln F, G gilt:

(1) —|\V/XF = ElX—|F
—|E|XF = ‘V’X—lF
(2) V X (FAG) = (VXFAVXG)
dx (F v G) = (IxFv3IxG)
Aber: V x(Fv G) Z (VXFvVxG)
dx (F A G) Z (AxFAIXxG)
(3) (VXF AG) = VX (FAG)
(VXFvG) = VX (FvG) falls x nicht frei
(IxXF AG) = Ax (FAG) in G vorkommt

Die Aquivalenzen (1) und (3) kdnnen
:{} (wenn die Voraussetzung fur (3) erfllt ist)
benutzt werden, um Quantoren "nach auf3en zu ziehen".
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2.2 Pradikatenlogik

Satz: Aquivalenzen (Fortsetzung)

(4)

Aber;

VXVyYyF
dx3dyF

vVx3dyF

£

VyVXxF
dydxF

dJyVxF
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2.2 Pradikatenlogik

B Beispiel 2.16

X € IN
F sei: x ist geradzahlig,

G sei: x ist ungeradzahlig.

s*(V x (F v G)) =

aber:

s*(VxFvVvVxG)=

(da jedes x gerade oder ungerade ist)

(da weder alle x gerade
noch alle x ungerade sind)

x, F, G wie oben:

s*(3x (F A G)) =

aber:

S*AXFAIXG)=

(da kein x gerade und ungerade ist)

(da (mindestens) ein x gerade
und (mindestens) ein x ungerade ist)
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2.2 Pradikatenlogik

Bemerkung:

In der Pradikatenlogik konnen im Gegensatz zur Aussagenlogik
Eigenschaften von Formeln nicht mit (endlichen) Wahrheitstafeln
uberpruft werden.

Frage:

Gibt es Verfahren, um die Eigenschaften von Formeln zu
uberprufen?
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2.2 Pradikatenlogik

Satz: Unentscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Es gibt keinen Algorithmus, der angesetzt auf eine beliebige Formel
* ja ausgibt, genau dann wenn die Formel allgemeingultig ist,
* nein ausgibt, sonst.

Man sagt: Die Menge aller allgemeingultigen Formeln der

Pradikatenlogik ist unentscheidbar.

Folgerung:
Auch die Menge der erfullbaren Formeln ist unentscheidbar, denn:

F allgemeingultig < —F unerfullbar

Satz: Semi-Entscheidbarkeit der Pradikatenlogik

Es gibt einen Algorithmus, der angesetzt auf eine beliebige
pradikatenlogische Formel

« mit "ja" terminiert, wenn die Formel allgemeingultig ist;
* nicht terminiert, sonst.
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2.2 Pradikatenlogik

Weitere Umformungen pradikatenlogischer Formeln:

Umbenennung gebundener Variablen

Substitution einer Variablen durch eine andere Variable
Substitution einer Variablen durch einen Term
Normalformen

Intuition: Der Name einer gebundenen Variablen ist variierbar.

B Beispiel 2.17

SeiF=Vx3yx<y:
« Umbenennung von x in u fuhrt zu der aquivalenten Formel

« aber: Umbenennung von x in y fuhrt zu einer nicht
aquivalenten Formel
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2.2 Pradikatenlogik

Satz: Umbenennung gebundener Variablen

Sei F =V xG (bzw. F =3 x G) und sei y eine Variable, die nicht
in G vorkommt.

Dann ist F aquivalent zu ¥V y G[x/y] (bzw. zu 3y G[x/y] ),

wobei G[x/y] die Formel ist, die aus G entsteht, indem jedes freie
Vorkommen von x in G durch y ersetzt wird.

B Beispiel 2.18

In Beispiel 3.16 sei G =3y x <y, u kommt nicht in G vor.
Esist G[x/u] =3yu<y,alsoistF aquivalentzu Vu3iyu<y.

Aufy - anstelle von u - ist der Satz nicht anwendbar, day in G
vorkommt.
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2.2 Pradikatenlogik

Substitution

» Eine Variable steht flr einen beliebigen Wert.
Folglich musste es sinnvoll moglich sein, einen Term fur eine
Variable einzusetzen.

* Insbesondere:
Wenn V x F (in einer bestimmten Struktur) gilt, dann sollte
auch F[x/t] fur jeden beliebigen Term t gelten, wobei F[x/t] aus
F entsteht, indem man x durch t ersetzt.
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2.2 Pradikatenlogik

B Beispiel 2.19

« Wenn V x 3y x <y in einer Struktur s gilt, dann gilt in s auch:
dy x+1 <y (Substitution von x durch x+1)

« aber: Durch Substitution von x durch y+1 ergibt sich 3y y+1 <y
(falsch!l)

* Problem:
Die Variable y im Term y+1 wird durch die Bindung 3y ...
verknupft. Dieser "Bindungskonflikt" muss aufgelost werden.
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2.2 Pradikatenlogik

Vorgehen: Substitution einer Variablen durch einen Term

Sei F eine Formel, x eine Variable, t ein Term.
Man erhalt die Formel F[x/t] wie folgt:

* Durch Umbenennung gebundener Variablen erzeugt man
zunachst eine zu F aquivalente Formel F’, fur die qilt:
Keine der in t vorkommenden Variablen kommt in F* bindend
VOr.

« Dann ersetzt man jedes freie Vorkommen von x in F” durch t.

B Beispiel 2.20

SeiF=3dyx<yundt=y+1

Dann ist F'=

also F[x/t] =
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2.2 Pradikatenlogik

Satz:

Fur jede Formel F, jede Variable x und jeden Term t gilt:

VXF = F[xf]
FIxt{] = 3JxF
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2.2 Pradikatenlogik

Normalformen:

Lemma:

Zu jeder Formel F gibt es eine aquivalente Formel G in
bereinigter Form.

Hierbei heil3t eine Formel bereinigt,

wenn es keine Variable gibt, die in der Formel sowohl gebunden
als auch frei vorkommt,

und wenn hinter allen vorkommenden Quantoren verschiedene
Variablen stehen.

B Beispiel 2.21

F=vx3yP(x(f(y) AV yQxy) v R(x))

G =V u3ivPuf(v)) AV yQ(xy) v R(x))

G ist bereinigte Formel fur F
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2.2 Pradikatenlogik

Definition: Pranex-Normal

/Eine Formel F ist in Pranex-Normalform (PNF), wenn
F=Qx,..Qx, G (n>0),

wobei die Q; Quantoren sind und in G kein Quantor mehr
vorkommt.

Liegt eine Formel in PNF vor und ist sie gleichzeitig bereinigt,
Kso spricht man von einer bereinigten PNF.

~

/

Satz:

Zu jeder Formel F existiert eine aquivalente (und bereinigte)
Formel in Pranex-Normalform.
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Kapitel 2: Logik (Einfuhrung / Grundlagen)

~N~ oo o1 B~ W

. Informatik: Eine Ubersicht

. Logik (Einfihrung / Grundlagen)

2.1 Aussagenlogik
2.2 Pradikatenlogik

2.3 Boolesche Algebra

. Objektorientierte Modellierung

. Algorithmen und ihre Eigenschaften
. Entwurfsmethoden von Algorithmen
. Sortieralgorithmen

. Dynamische Datenstrukturen
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2.3 Boolesche Algebra

Ursprung: George Boole (1815-1864), Mathematiker
« Math. Formalisierung der Gesetze der Logik

 Kernstuck moderner Informatik
« Machtigkeit & Einfachheit

2.3.1 Definition einer Booleschen Algebra

Eine Boolesche Algebra ist eine algebraische
Struktur (M; -, +, ") (algebraische Struktur = Menge mit
Verknupfung(en)) bestehend aus

* einer Menge M mit mindestens zwei Elementen (|M| > 2)

* den zweistelligen Verknupfungen
- MxM—->M, (a,b)—a-b (Boolesches Produkt)
+: MxM—->M, (a,b)-a+b (Boolesche Summe)

* und der einstelligen Verknupfung
't Mo M, a—a (Boolesches Komplement)
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2.3 Boolesche Algebra

Die Verknupfungen genugen den folgenden Axiomen:

(BA1):
(K-):

(K+):

(BA2):
(D-):

(D+):

"und "+" sind kommutativ :
va,bo e M: ab=ba *

>
vYa,b e M: a+b =b+a

" und "+" sind wechselseitig distributiv:

Va,b,c € M:a-(b+c) = a-b+a-c

Va,b,c € M:a+(b-c) = (a+b)-(a+c)

Kommutativgesetze

Distributivgesetze
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2.3 Boolesche Algebra

(BA3):es gibt neutrale Elemente 0 und 1:

31e M Vva e M: a-1=a
40 e M vVa € M: at0=a

(BA4). a'ist komplementar zu a in der folgenden Weise:

(C): VYaeM. a-a=0 ’
. Komplementgesetze

(C+): VaeM: a+a=1

J

Bemerkung:
Erste, vollstandige, formale Festlegung einer Booleschen Algebra
durch Huntington (1904).

(BA1) bis (BA4): Huntingtonsche Axiome.
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2.3 Boolesche Algebra

Satz: (Dualitatsprinzip)

Zu jeder aus (BA1) - (BA4) herleitbaren Formel
existiert eine "duale" Formel, die ebenfalls gilt. Sie entsteht

durch Vertauschung von "-" mit "+" und von 1 mit O.

Beweis:

Die einzelnen Aussagen der Axiome (BA1) - (BA4) sind dual
zueinander. Daher gibt es zu jeder Herleitung einer Formel F

auch die duale Herleitung, deren Ergebnis die zu F duale Formel ist.

FUr die Herleitung weiterer Satze bedeutet das:
Mit dem Beweis einer Formel ist auch die dazu duale Formel
bewiesen.
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2.3 Boolesche Algebra

Satz:
YVaeM:a-0=0
YVaeM:a+1=1

Beweis:
Es genugt zu zeigen: a+1 = 1.
Nach dem Dualitatsprinzip ist dann auch a - 0 = 0 bewiesen.

Bemerkung:
Die Gesetze von Axiom (BA3) und dem obigen Satz bezeichnet man auch
als 0-1-Gesetze.

(N -): Vae M:a-1=a, a-0=0

(N+): VvaeM:a+1=1, a+0=a
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2.3 Boolesche Algebra

Weitere Gesetze

ldempotenzgesetze:
(I): YyvaeM: a-a= a
(I+): vaeM: a+a = a
wenn etwas als wahr bekannt ist, kann dieses Wissen nicht durch
Wiederholung erweitert werden.

Assoziativgesetze:
(A)): Va,b,ceM: a-(b-c) = (a-b)-c
(A+):Va,b,ceM: a+(b+c) = (a+b)+c

De Morgansche Regeln:
(M-): Va,beM:(a-b) = a +Db
(M+):Vva,beM:(a+b) = a Db
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2.3 Boolesche Algebra

Absorptionsgesetze:
(Ab:): VabeM:a-(a+b)= a
(Ab+):)va,beM: a+(a-b)=a

Doppeltes Boolesches Komplement:
(KK):vaeM: a" = a

Komplementaritat der neutralen Elemente:
(KO): 0' = 1
(K1):1' =0
(Folgerung: Eindeutigkeit der neutralen Elemente)
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2.3 Boolesche Algebra

Beispiel: (Eine Mengenalgebra als Boolesche Algebra)

Sei eine Menge M ={a, b, c, ...} gegeben und sei ferner
P(M):={m | mc M }("Potenzmenge" von M)
={J,{a}, {b},..,, {a, b}, {a, ¢},..., {a, b, ¢},...,..., M }

Wir ersetzen die Verknlpfungen
durch ~ (Mengendurchschnitt)
+ durch U (Mengenvereinigung) und
' durch — (Komplementiarmenge; m:=M\m, m e P(M))
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2.3 Boolesche Algebra

Dann gilt fur beliebige Elemente m,, m,, m; € P(M):

m,Am,=m,"m, und m;um,=m,um, (BA1)
m; N (M, U mg) = (Mg N my) U (my N my) (BA2)

m, U (M N mg) = (Mg U my) N (Mg Umy)

M ist neutrales Element fur N (BA3)
@ ist neutrales Element fur u
m,Anm,=Zundm,um,= M (BA4)

= (P(M); n, u,7) ist eine Boolesche Algebra.
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2.3 Boolesche Algebra

Standardbeispiel: Aussagenlogik

Sei M = {falsch, wahr} bzw. M = {0, 1}
Wir ersetzen die Verknupfungen

- durch A (Konjunktion)

+ durch v (Disjunktion)

' durch — (Negation; "wahr = falsch sowie —~falsch = wahr)
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2.3 Boolesche Algebra

Dann gilt fur beliebige Elemente m,, m,, m; € (M):
(BA1): mT Am2=m2 A mi1
m1vm2=m2vm1
(BA2): m1 A(m2vm3)=(mM1Am2)v (m1Am3)
m1v (m2Am3)=(m1vm2)A(mlvm3)
(BA3): wabhr ist neutrales Element fur A
falsch ist neutrales Element fur v
(BA4). wahr A "wahr = falsch
wahr v —wahr = wahr

= (M; A, v, 1) ist eine Boolesche Algebra
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2.3 Boolesche Algebra

3.3.2 Normalformen

3.3.2.1 Boolesche Funktionen und Boolesche Terme

Im folgenden:
M=1B ={0,1} (zweielementige Boolesche Algebra)
0 und 1 nennt man Boolesche Konstanten

Verwendung von Booleschen Variablen mit
Wertebereich IB

Zuordnung konkreter Werte an die Booleschen Variablen
a, b, c, ... heil3t Belegung der Booleschen
Variablen a, b, c, ...
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2.3 Boolesche Algebra

Des weiteren vereinbaren wir Vorrangregeln:
(zur Abkurzung der Schreibweise)

()vor', vor-, vor+

Bei Hintereinanderausfuhrung gleicher Verknupfungen wird von links
nach rechts abgearbeitet

- kann weggelassen werden, wenn keine Verwechslungen mit anderen
Variablen moglich sind,d.h.ab = a-b

Beispiel:
a+t(b-c) =a+b-c=a+bc
(@a-b)+(c-d) = ab'+(cd)

(@+b)-(a+c) = (a+b)(a+c
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2.3 Boolesche Algebra

Definition: (Boolesche Funktion)

Eine Abbildung f : IB" — IB heil3t Boolesche Funktion.

Eine Boolesche Funktion kann durch eine 2"-zeilige Tabelle,
die Wertetabelle, vollstandig beschrieben werden.
(entspricht der Wahrheitstafel in der Aussagenlogik)

Seien a,, a,, a; Boolesche Variablen

Beispiel (n = 3):
a, a, a,
0 0O O
0 o 1
0 1 0
0 1 1
1 0O O
1 o 1
1 1 0
1 1 1

f(a1 ’ aZ’ a3)

linke Seite einer Wertetabelle:
alle 2" moglichen verschiedenen Belegungen
der Booleschen Variablen a,, a,, ..., a,

rechte Seite einer Wertetabelle:

die zugehorigen Funktionswerte
(2" Einzelwerte, flr jeden "0" oder "1" moglich
— 22" verschiedene Funktionen f)
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2.3 Boolesche Algebra

Definition: (Boolescher Term, Boolescher Ausdruck)

Sei V ={a,, a,, ..., a,} eine Menge Boolescher Variablen,
S={0,1,-,+ % (,)} eine Menge von Symbolen und
VnS=09.

(1) Jede Konstante O und 1 und
jede Variable a; ist ein Boolescher Term.

(2) Sind A und B Boolesche Terme, so auch
A', (A -B)und (A + B).

(3) Nur Zeichenreihen, die sich mit (1) und (2)
in endlich vielen Schritten konstruieren lassen,
sowie deren "Abkurzungen" gemal} den Vorrangregeln
sind Boolesche Terme.

(vergleiche: Definition der Formeln der Aussagenlogik)
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2.3 Boolesche Algebra
Beispiel: Boolescher Term

Seien a, b, ¢ Boolesche Variablen
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2.3 Boolesche Algebra
Bemerkung:

Ein Boolescher Term mit n verschiedenen Variablen realisiert genau
eine n-stellige Boolesche Funktion.

Zwei Boolesche Terme sind nur dann gleich, wenn sie zeichenweise
ubereinstimmen, sonst verschieden.
("syntaktische Gleichheit")

Beispiel:(verschiedene Boolesche Terme)
(@a+b), (b+a) / 0, 1-0 /| a-a, a
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2.3 Boolesche Algebra

Definition: (Aquivalenz Boolescher Terme)

Zwei Boolesche Terme A, B sind aquivalent,
geschrieben A = B, wenn sie bei gleicher Belegung gemeinsamer
Variablen stets das gleiche Resultat haben. ("semantische
Gleichheit")

Beispiel: (aquivalente Boolesche Terme)
(@'+c')+a'b'=ab+ac = (a+b)+(a-c)

Offensichtlich sind zwei Boolesche Terme insbesondere dann
aquivalent, wenn sie (syntaktisch) gleich sind.

Fur eine Boolesche Funktion gibt es viele verschiedene,
aquivalente Boolesche Terme.

gesucht: Standarddarstellung von Booleschen Funktionen
durch Boolesche Terme (fur Verwendung von Algorithmen),
sogenannte Normalformen.
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2.3 Boolesche Algebra

3.3.2.2 Disjunktive und konjunktive Normalformen

Definitionen und Bezeichnungen:
(1) Seien a,, a,, ..., a, paarweise verschiedene Boolesche

Variablenund x,=a, oder x,=a (i=1, ..., n).

Dann nennt man

das Boolesche Produkt x, - X, - ... - X,
auch n-stelligen Konjunktionsterm,
die Boolesche Summe x; + X, + ... + X

n

auch n-stelligen Disjunktionsterm.

(2) O-stelliger Konjunktionsterm:  Boolesche Konstante 1
0-stelliger Disjunktionsterm: Boolesche Konstante 0
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2.3 Boolesche Algebra

(3) Seien K,, K,, ..., K paarweise verschiedene Konjunktionsterme
und D,, D,, ..., D,, paarweise verschiedene Disjunktionsterme.

Dann heil3t der Boolesche Term

Ki+ K, + ... + K, disjunktive Normalform (DN)
D,-D,-...-D konjunktive Normalform (KN).
(Die K, D, konnen verschieden-stellig sein.)

(Sprechweise auch: Ein Boolescher Term
"istin ...Normalform.")
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2.3 Boolesche Algebra

Beispiel:
(DN):

(KN):

n=3; a,b,cBoolesche Variablen

abc+ac+a'c

abc+ab'ct+tabc' +a'b'c+ab'c'+a bc

(@a+b+c)(a+c)(a+b +c)

(@+b'+c)@+b+c)(@+b'+c)(a+b+c'

weder DN noch KN: (ac') (b + ¢)
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2.3 Boolesche Algebra
Satz:
Zu jedem Booleschen Term A gibt es eine zu A aquivalente DN (KN).

Diese ist i. a. nicht eindeutig.

Bewels:
"i.a. nicht eindeutig":

zB.: f:IB4 > IB
(a,b,c,d)—>b(c'+ad)
=bc+abd=bc+tabd=abc+abc+abd =..
(alles DN)

fur KN analog

"es gibt eine:" durch Angabe eines Algorithmus.
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2.3 Boolesche Algebra

Algorithmus zur Herstellung einer DN (KN) eines Terms:

(1) Anwendung der De Morganschen Regeln, (a+b)' =a'-b'

bis Negation nur noch bei Variablen (a-b)' = a'+b’
(2) Anwendung

des Distributivgesetzes (D-) ( (D+)) a-(b+c)=a-b+a-c

des Komplementgesetzes (C-) ( (C+)) a-a'=0

des 0-1-Gesetzes (N-) ( (N+) ) und a-1=a, a-0=0

des Idempotenzgesetzes (I-) ( (I+) ). a-a=a

(3) Zusammenfassung mehrfach auftretender Konjunktionsterme
(Disjunktionsterme), sowie Weglassen von 0 (1).

(vgl. Algorithmen zur Bestimmung von Normalformen logischer Formeln)
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